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図2･3･1のように弧A^Cに点 Pで衝突 し,次に弧ABに点 Plで衝突する軌道を考える･
弧A^Cに沿って測った点Pと点Cとの距離をr,点Pでの撞球台に対する内向き法線ベク
リレと発射方向のなす角をpとする･同様に境界に沿って測った点Plと点 Cとの距離をrl,
点 Plでの内向き法線ベクトルと発射方向のなす角をplとする,幾何学的考察 (付録 A )
から
告-一芸[1･志(雷.k(r)]






























の場合どこかの円弧上では異なる点 で 衝 突 す る はずだからそれらの点をそれぞれXo,yoとす
れば,その円弧に沿って測 ったそれ ら 2 点 の 距 離 r(xo,yo)は正である.ところが軌道は無限
に長いから(2･3･10)で n- ∞ とす る と ,境 界 に 接 す るような軌道でなければr(xo,yo)-0
となり仮 定 に矛盾 す る.即 ち,境 界 に接 す る よ う な軌道 でなければ,記号列と周期軌道は′■ヽ
1対 1に対応 す ることが分 か る.ところ で 境 界 に 接す るよ うな周期軌道は例えば弧ACの
半 径 を少 し変化 させ るな ど僅 か に境 界 の 形 を 変 え ると接 しな くな るので,即ち構造安定で
はないので接 して いない状 況 を考 えれ ば 十 分 だ か ら,記号列 に対 して周期軌道 は存在すれ
ば唯一 で あ ることが分 か る.但 し (2･3.2) の す べ ての記号列 に対 して必ず軌道 が存在する
とは限 らない.各 円弧 を作 ってい る 3つ の 円 が 互 いにぶつか らないよ うに離れたよ うな状
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DispersingBiliardsの半古典論
めたのと全 く同 じ方法でtPcl,)から(Pc2,)を求める･巧 j達は常に撞球台の壁の上にあるの
で偽の解は決 して現れない.これを繰 り返 して得 られる
PcT- hlimJ ck, (2･4･4)
がある点に収束するなら,n角形Pc.Pcl･･･Pcn_1は定常な多角形となり,記号列 co,cl,- ,Cn-1
に対応する周期軌道が得 られることになる･我々の数値計算では lXL 一 転11が 1019以下
になった時点で収束 したと判断することにした.記号列に対応する軌道が存在 しないとき
は Pc,･が円弧 と円弧の交点に収束 して行 くので,Lc,.C,+lが 10-6以下 になるな ら軌道は存在
しないと判断するoまた(2.4.4)におけるkが 1000を越える場合は対応する軌道の有無は
判断不可能とLn-3,4,- ,20まで調べた.その結果すべての記号列の約 99%は収束 し
判断することができた.
ここで説明 した方法を用いて実際に数値的に周期軌道を求めるのに,図 2.1.2でのパ
ラメーターの値を以下のように設定 した.三角形 ABCの底辺の長 さR-0.01,∠ACB-
pol-告q,∠ABC- p20-か ,αO-か ,α1-号汀としてこれ らの値は一切変化 させないこ
とにする.従 って我々の撞球台でのカオスの強 さは弧ABの曲率に関係 しているパ ラメー















I q/2.1 7r/2.2 汀/2.3 q/2.4 汀/2.5 汀/2.6 打/2.7
3 2 2 2 2 2 2 2
4 3 3 3 3 3 3 3
5 6 6 6 6 6 6 6
6 1 4 5 7 ● 8 8 8
7 6 10 10 10 14 16 16
8 11 13 17 17 18 20 22
9 20 22 26 36 36 38 38
10 25 36 46 60 61 62 68
11 50 66 82 92 100 110 122
12 82 102 135 151 167 192 205
13 136 188 248 280 318 350 378
14 228 311 406 492 569 613 676
15 368 528 706 862 1014 1118 1208
16 601 895 1223 1498 1780 1992 2186
17 1022 1568 2158 2698 3176 3606 3998
18 1710 2701 3751 4819 5685 6477 7236
19 2888 4638 6592 8598 10294 11782 130･10
20 4850 798･1 11605 15226 18525 21365 23683
12009 19077 27021 3▲1857 ･11776 47760 52895
(a)
表 2.2.幾何学的な長さが異なる周期軌道の個数.
n 打/2.1 7r/2.2 7r/2.3 ∬/2.4 打/2.5 ∬/2.6 汀/2.7
3 1 1 1
4 3 3 3
5 3 3 3
6 1 4 5
7 3 5 5
8 7 9 11
9 10 11 13
10 19 26 33
1 1 1 1
3 3 3 3
3 3 3 3
7 8 8 8
5 7 8 8
11 12 14 16
18 18 19 19
41 42 43 46
11 25 33 41 46 50 55 61
12 49 62 79 89 99 115 124
13 68 94 124 140 159 175 189
14 133 181 233 279 323 351 387
15 184 264 353 431 507 559 60-1
16 330 488 664 811 960 1074 1180
17 511 784 1079 ･1349 1588 1803 1999
18 914 1･132 1975 2529 2982 3400 3794
19 14･14 2319 3296 4299 5147 5891 6520
20 2521 4136 598･1 7829 9519 10980 12193




















































用 いれば,圭子化 した系の非常 に高い固有エネルギーを予測で きる公式を得たのである
(Gutzwiler1971).彼はその後非等方ケプラー運動が強いカオスであることを数値的に示
し(Gutzwiler1977),周期軌道を用いて公式が基底エネルギーか ら非常によい精度で成立
す ることを初めて示 した(Gutzwiler1982).しか し一般にカオス系の周期軌道を求めるこ
とは大変困難なのでその後実時にこの公式を用いて量子化 した例はそれほど多 くはない.
我々の系ではカオスの強 さをパラメーターによって変えられるので,ある特殊なパラメー














散乱展開の方法を適用 して この公式を導 く(cf･Balian&Bloch1970,1972)･
シュレディンガ-方程式 (4.1.1)に対す る時間に依存 しないグリー ン関数を










p(E)≡∑6(E-En)-1<軒 吉1-∑n ～ E-En+iE
-恕 一三lmfAdalG(γ,,∫,E･iE)]p-r笛
となる.(4.1.3)で境界条件の制約のない全空間に対する特解は
Go(r/ ･E,局 .Hil'(雫 ･,-r,)
(4.1.6)
(4.1.7)

















反時計まわりを正方向として測 った長 さで,積分は境界に沿 う線積分である.簡単のため
グリーン関数の引数であるエネルギーを省略 した･また孟 -nl･∇ 一1である･ここで,nl
はslにおけるAに対 して外向きの法線ベク トルである.(4･1.ll)のp(sl,7･')を求める･rを
A内の点から境界上の点 S2に近づける極限をG(1')(S2,7･'),(4.1.ll)でrが境界上の点 S2と







































































































































定常な多角形である(Balian&Bloch1972).但 し,soではp(鴇 ,S;)- -p(S;,S;)-0であ
るか ら,この多角形はある辺 に βOを含む.つまりこれは古典系,即 ち撞球系の周期軌道で
あることが分かる.
W(N+1)と古典力学的運動 としての周期軌道の安定性を表すモノ ドロ ミ-行列 との
関係について考察する(cf.Mackay&Meiss1983,Ikeda1992).モノ ドロミー行列 とは,ポ





asi ' asf ∂28Ts(.S.･岩 17去S 0(4.1.32)
となる.ここで簡単のため書を省略 した.so,sl,- ,SNは(4.1.26)で決まる運動法則に従 う周







M(A)= ? ‥ ?
? ?





























































































∑6(E-En)Fd (E).嘉誓 h!1▼事 12-nMThlexp[ik(告一号q)] (4･1･46)
という形に書ける(Gutzwiler1967-71,1990,Berry&Mount1972,Balian良Bloch1974).
ここでd(E)は平均状態密度で相空間にプランク定数の細胞が入る数で決まるThomas-
Fermi 近似などから分かるように古典系の丑だけで記述 古れる.Tは各周期軌道を表 し,k
はそれを繰 り返す回数である･S7-iTPdqlま軌道γに沿 う古典力学の作用,T,≡算 はTの
周期である･MTは線形化されたポアンカレ写像,即ち,モノ ドロミー行列である.またuT
はMaslov指数である.

















































































(a)α2-慕 (b)α2-畠(C)α2-畠 (d)α2-慕(e)α2-売(f)α2=嘉 (g)α2-慕
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"E)- exp(- iqN (E)痩 ll - exp(isT- (k･;) 入TTT･ k 67 - ')】 (4･3･8)
を得る.ここで















が成立す るというものである(Berry&Heating1990,付録 C).ここで和 はPseudoOrbit
という素周期軌道の組み合わせについて取 る.TnとSn(E)はそれぞれPseudoOrbitnの周














ギー準位を得 られることは期待できない.PseudoOrbitsをすべて作 り出さな くて も良いよ
うな方法が必要である.




































































































･榊 )･欝 榊 -0,rinA (5･1･1)
とデイリタレ条件
4,(p)-0,7･on∂A (5.1.2)








Go(r/,--iiH51'(竿 I… ,I) (5･1･4,




























u(S,-一言i雫 fdsJu(sl,cosy(S,S,Hl'1(雫 r(S,S,) (5･1･11,
となる.






u'si'--;i雫 喜,Su'sj'.cospijH fl'(雫 車 1,2･････K '5･1･13'
のように∬次元の連立方程式となる.･ここで∬×∬の行列 βを





































































S;の位置を固定 したとき,S;,S;,- ,Sこの並び方の順番は周期軌道が時間反転 して区別




















































･ (i) 符 欝 (6･2)
という関係がlの十 分 大 きい と こ ろ で 成 り 立 っ こ と が 厳 密 に 証 明 さ れ ている(Alekseev&
Yakobson 1981,Parry 良 Pollicott 1 9 8 4 , M o ri t a 19 91). D is p e r s in g B illia r d s ではマルコ
フ分 割 を作 ろ うとす る と可算 無 限 個 の 分 割 が 出 来 て し ま う の で ,〟 ( り の 漸 近 形 は ま だ正確
に は知 られ て い な い が (Sinai,Bun im o v ich & C h e rn o v 19 9 0), ほ ; 大 き い と ( 6 .2)で 主 に は
指 数 関 数 の部 分 が効 くこ と と,図 6.1の よ う に 指 数 関 数 に 良 く 合 う と い う 結 果 が パ ラ メ ー
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がどの長 さの範囲で調べたかに依存 しないように,累積密度分布を用いて平均密度が 1に











･3(L,:,≡ 妄想 /::%%ln(e)-Ae-B]2de (6･3,
で定義される2次の相関を調べる圭である･ここでn(f)は開かれた長考スペク トルの累
穣密度である･α2-畠 のときの結果を図6･4に示す･点線はn(e)がボブ'･!ン分布に従 う
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α2 q/2.1 7,/2･2 q/2.3 q/2.4 7T/2.5 打/2.6 打/2.7
ん 145.2 154.7 165.3 172.3 179.6 189.3 191.4


















1.2 1.3 1.4 1.5
α‡
図6.ll.リャプノフ指数のα2依存性.








































































































d,1=ニ ±ヱde= - -COSP oCOSPI COSPl
を得る.何様にして
dpl-
l ･慧 ]d ro 一 志
坤1)(丁+〟)COSPl
d ro - lL dpo
dβ
(A .6)








































nM-nMlー yoMylーれMnーn-1- M3←2M2ー 1
となる.ここで明さらかに






･1---( 妾 : ) '( 三;)(co;.po:) (A･19)
とも書けるので点riと点r,･とのユークリッド距離をT.･jと書 くことにすると(A･18),(A･15)
より ¶〟=
･- 1,nn ( 宴 ;)(打;1)(CO:nP:)






CO893 : ) ( : Ti2)(CWklP
- (- 1)nn (打 ; 1 ) ( CO;nPn
???
?
･ ( 三Tn;ln)(CO:nP_:1; )
×･･･



























激 しく振動 し,これが定常なところ以外は打ち消 し合 うと考え られる.定常な点は原点 0だ
けであるとして計井を進める･まず,この点の回 りでf(a:)と¢(C)香
f(a)-I(0)･J,(0)山 喜f"(0)x2.･･













































































罪(E)-芸 log蒜 ･言 (C.1.10)













A(E)- expi-iqK(E)1痩 [1 -exp 仁 (k･;)描 )exp(isT)] (C･2･1)
をデイT)クレ級数で表す ことを考える･ここで,作用 STはMaslov指数 とBiliardsの場合
の衝突回数を含むとする.オイラーの恒等式
毘′. J L 昌 aTn(-1)man(Tn~3)/4n(1-ark)-∑






竺璃 (- 1,-exp仁去-(-- 1,ATT,)exp(緑 S,)(l真 det(車 I)
(a.2 .3)
となる.素周期軌道についての穣を展開 して,

















一 打K (E )〉 (C･2･7)
(C.2.8)
を満足するはずなので,
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si.- S,･,Si3- Sj+1 (D･13)
の2通 りあるがこれらは先に述べた場合と同様に(4.1.23)において符号が反対 となるので
相殺する.
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